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Ucenje in poucevanje geometrije sta pomemben del pouka matematike, saj
pripomore k razvoju formalnega dokazovanja in utemeljevanja ter boljse re-
prezentacije resni¢nosti. Skozi ¢as so se pojavili razlicni modeli poucevanja in
ucenja geometrije, med katerimi je najbolj poznan model zakoncev van Hiele,
ki se danes $e vedno uporablja v mnogih drzavah. Poleg tradicionalnega uce-
nja in poucevanja geometrije se je v zadnjih desetletjih pojavilo veliko zanima-
nje za programsko opremo dinami¢ne geometrije, ki se pogosto uporablja pri
pouku geometrije v razli¢nih $olah. Ceprav informacijsko-komunikacijska teh-
nologija pripomore k boljSemu razumevanju geometrijskih pojmov, je znanje,
ki ga pridobijo u¢enci, pogosto kratkotrajno. V ta namen predlagamo kom-
binirani nac¢in ucenja in poucevanja geometrije, ki temelji na treh predpo-
stavkah: (1) formalnemu dokazovanju in utemeljevanju, (2) tradicionalnih kon-
strukcijah z ravnilom in Sestilom ter (3) konstrukcijah s pomocjo informacijsko-
komunikacijske tehnologije.

Klju¢ne besede: geometrija, u¢enje, van Hiele, model, dinami¢na geometrija

Uvod

Geometrija je ena najzanimivejsih in najzabavnejsih vej matematike (Bayrak,
Yiice in Ylice 2014), s katero se srecujemo vsakodnevno (Graumann 2011) in
ki je pomembna za razvoj ¢lovestva (Vargas in Araya 2013). Posredno ali ne-
posredno se pojavlja v najrazli¢nejsih vsakodnevnih dejavnostih. Prav zato
imajo ucitelji veliko odgovornost, da pravilno, natan¢no in celostno predsta-
vijo geometrijske pojme, ideje, izreke ter dokaze svojim ucencem, zacensi v
osnovni Soli (Bayrak, Yiice in Yiice 2014; Boo in Leong 2016; Marchis 2008; Ro-
let 2003; Sinclair in Bruce 2015) ali celo v vrtcu (Casey idr. 2008; Huleihil in
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Huleihil 2011; Zaranis in Synodi 2017). Seveda to tudi pomeni, da morajo imeti
ucitelji matematike odli¢no znanje geometrije (Jupri 2018).

Zakaj sta u¢enje in poucevanje geometrije sploh pomembna? Da bi lahko
odgovorili, moramo razmisliti o nastanku geometrije in o tem, kako so ljudje
razumeli oblike, prostor in Zeljo, da spremenijo svet, v katerem so Ziveli. Clo-
vek je imel potrebo, da natancno opise tisto, kar ga je obdajalo, in geometrija
je zanj predstavljala nacin za opis njegovega sveta (Vargas in Araya 2013).

Obicajno se poucevanje geometrije zacne pri evklidski geometriji, ki ne
predstavlja samo osnove za znanje geometrije, temvec¢ ucenci ob tem spo-
znajo tudi proces matemati¢nega utemeljevanja (Bayrak, Yiice in Yiice 2014)
in dokazovanja (Harel 1999; Herbst idr. 2010). U¢enje geometrije pomaga pri
razvoju zmoznosti vizualizacije, kriticnega misljenja, intuicije, perspektive,
reSevanja problemov, predpostavljanja, deduktivnega misljenja, logi¢nega
utemeljevanja in dokazovanja (Jones 2002; Jupri 2018). Poleg tega pa geome-
trija ponuja tudi kulturni in zgodovinski okvir pri u¢enju matematike (Jones
2002).

Poucevanje geometrije mora spodbujati u¢encevo zanimanje za predmet
in ga usmerjati v samostojno raziskovanje ter Sirjenje njegovega znanja, saj
bo ucenec nata nacin izboljsal svoj odnos do matematike (Abdullah idr. 2014;
Jones 2002; Turk in Akyuz 2016). Ko u¢ence spodbujamo, da utemeljijo svoj
nacin reSevanja geometrijskih nalog ter artikulirajo in jasno razvijejo svoje
ideje, jim pomagamo, da razvijejo tudi komunikacijske sposobnosti in razu-
mejo pomen formalnega dokazovanja (Jones 2002).

Ucenje in poucevanje evklidske geometrije

Evklidska geometrija je eno klju¢nih poglavij, s katerimi se srecujejo ucenci
osnovnih in srednjih 3ol v vecini drzav na svetu (Machisi 2021; Van Putten,
Howie in Stols 2010; Wu 1996). U¢enje geometrije ucence in dijake pripravi
za nadaljnji Studij matematike, naravoslovja, strojnistva ter tehnologije, obe-
nem pa razvije njihove razli¢ne sposobnosti, kot so logi¢no misljenje, racio-
nalno sklepanje in pravilno resevanje problemov (Machisi 2021).

Ceprav je po eni strani u¢enje evklidske geometrije pomembno za pravilno
izgradnjo matemati¢nega znanja ter sposobnosti sklepanja in dokazovanja,
so razli¢ni raziskovalci poudarili, da se pri u¢enju evklidske geometrije poja-
vljajo razli¢ne teZzave (Jones, Fujita in Kunimune 2012), Se posebej s formalnim
dokazovanjem (McClure 2000). Kot resitev tega problema so mnogi razisko-
valci predlagali uporabo informacijsko-komunikacijske tehnologije (IKT) za
poucevanje geometrije (Bayaga idr. 2019; Kovacs 2017; Mthethwa idr. 2020),
kar ima lahko pozitivne vplive na u¢encevo intuicijo in razumevanje geo-
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metrije (Alkhateeb in Al-Duwairi 2019; Dikovi¢ 2009), vendar samo po sebi
ne nadomesca formalnega geometrijskega dokaza. TeZzave z razumevanjem
formalne evklidske geometrije so juznoafrisko ministrstvo za Solstvo prive-
dle do tega, da je leta 2006 spremenilo u¢ni nacrt za matematiko v srednji
Soli, posledi¢no pa evklidske geometrije niso ve¢ poucevali (Machisi 2021; Van
Putten, Howie in Stols 2010). Od leta 2008 se v Juznoafriski republiki u¢enci
evklidsko geometrijo ucijo zgolj na prostovoljni osnovi v 11. in 12. razredu;
znanje o njej se preverja s tretjim delom nacionalnega preverjanja znanja, ki
ni obvezen in ki ga je leta 2008 resilo samo 3,8 % ucencev 12. razreda — od teh
jih je priblizno polovica dobila manj kot 30 % tock (Van Putten, Howie in Stols
2010). Z dodatnimi raziskavami so ugotovili, da je razlog za nizke dosezke iz
evklidske geometrije povezan z uciteljevim slabim razumevanjem geometrij-
skih pojmov (Askew, Bowie in Venkat 2019; Tachie 2020; Ubah 2022). Leta 2012
so v Juznoafriski republiki ponovno uvedli poucevanje evklidske geometrije
(Machisi 2021), kar pa je povecalo anksioznost u¢encev in uciteljev (Govender
2014).

Z nekaterimi raziskavami (prim. Abdullah in Zakaria 2013; De Villiers in
Heidman 2014; Machisi 2021) so poskusali ugotoviti, zakaj imajo ucenci te-
Zave z razumevanjem evklidske geometrije, $e posebej s formalnim dokazo-
vanjem. Razlogov za to je vec:

— pouk geometrije je veckrat tradicionalen in ucitelj je v sredis¢u pozor-
nosti (Abdullah in Zakaria 2013; Siyepu 2014): u¢enci morajo torej samo
sprejeti znanje, formule in izreke, ne da bi imeli pri tem aktivno vliogo
(Armah, Cofie in Okpoti 2018); u¢ne oblike, ki predvidevajo u¢encevo
aktivno vlogo, so ucinkovitejse in u¢encem pomagajo, da bolje razu-
mejo formalne geometrijske pojme (Mensah-Wonkyi in Adu 2016; Yil-
mazer in Keklikci 2015);

- uditelji zgolj pisejo izreke in dokaze na tablo, ucenci pa prepisujejo do-
kaze z nje, nato se jih naucijo na pamet, ne da bi jih popolnoma razu-
meli (De Villiers in Heideman 2014): u¢enci nimajo moznosti, da sami
raziskujejo geometrijo in opazujejo (Machisi 2021);

— uditelji ne preverijo, ali imajo uc¢enci zadostno predznanje in ali so ra-
zumeli u€ne vsebine iz predhodnih let (Machisi 2021);

- dokazi so predstavljeni rigidno in so »Ze pripravljeni, njihovo veljav-
nost morajo uéenci sprejeti, ne da bi si postavili vprasanje, ali izreki
sploh veljajo (Machisi 2021).

Da bi premostili zgoraj nastete tezave, so mnogi raziskovalci preucili mo-
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del u¢enja evklidske geometrije, ki temelji na teoriji zakoncev van Hiele (Ma-
chisi2021; Mostafa, Javad in Reza 2017; Ndlovu 2013; Siyepu 2014; Tahani 2016;
Usman, Yew in Saleh 2019).

Model van Hiele
Teoreticni model

Model geometrijskega razmisljanja zakoncev van Hiele je nastal iz doktorskih
disertacij Dine van Hiele-Geldof in njenega moza Pierra van Hieleja, ki sta ju
zagovarjala isto¢asno na univerzi v Utrechtu leta 1957 (Crowley 1987). Teorija
zakoncev van Hiele se je hitro razsirila v Sovjetski zvezi, kjer je v Sestdesetih
letih prislo do reforme u¢nega nacrta geometrije, da bi se uvedlo njun model
poucevanja tega predmeta, v ostalih drzavah pa se je nova teorija Sirila zelo
pocasi, saj se je prvi angleski prevod njunih del pojavil $ele leta 1984 (Crowley
1987).

Model van Hiele je sestavljen iz petih ravni razumevanja geometrije; te
so vizualizacija, analiza, neformalna dedukcija, formalna dedukcija in strogo
matemati¢na stopnja (Burger in Shaughnessy 1986; Crowley 1987; Vargas in
Araya 2013), navadno pa jih ozna¢ujemo s Stevilkami od o do 4 (ali od 1 do 5)
(Vargas in Araya 2013). S temi ravnmi lahko dobro opiSemo lastnosti procesa
geometrijskega razmisljanja, od enostavnega opazovanja lastnosti geome-
trijskih likov do rigoroznega in formalnega dokazovanja (t. i. strogo matema-
ti¢ne stopnje) (Crowley 1987; Howse in Howse 2014; Vargas in Araya 2013):

o. Vizualizacija: na tej ravni se u¢enci zavedajo prostora samo kot necesa,
kar obstaja okoli njih. Geometrijski koncepti so torej popolne entitete,
ne pa tisto, kar ima komponente in atribute. Geometrijske like prepo-
znamo samo po obliki, torej fizi¢ni prisotnosti, ne pa kot del necesa
drugega ali po lastnostih, ki jih opredeljujejo. Uc¢enci, ki funkcionirajo
na tej ravni, se lahko naucijo zgolj enostavnega geometrijskega izrazo-
slovja, prepoznajo specificne oblike in reproducirajo like. U¢enci lahko
npr. prepoznajo kvadrat in pravokotnik ter razlikujejo med njima, saj
so ti obliki Ze videli in ju spoznali. Ce imajo pred sabo papir ali geoplo-
$¢o, lahko reproducirajo iste oblike. Na tej ravni ne razumejo, da imata
kvadrat in pravokotnik prave kote ali dva para vzporednih nasprotnih
stranic.

1. Analiza: na tej ravni se za¢ne analiza geometrijskih konceptov. Primer:
z opazovanjem in eksperimentiranjem ucenci razumejo lastnosti likov.
Te uporabijo za to, da ustvarijo razrede oblik. U¢enci prepoznajo raz-
licne dele, ki sestavljajo geometrijske like, in jih uporabljajo, da prepo-
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znajo druge like. Tako npr. z barvanjem skladnih kotov razumejo, da sta
nasprotna kota paralelograma skladna. Po primernem $tevilu takih vaj
lahko posplosujejo lastnosti na vse paralelograme. Na tej ravni se sicer
povezave med liki e niso izoblikovale in u¢enci $e ne razumejo defini-
cij.

2. Neformalna dedukcija: na tej ravni lahko uéenci razumejo povezave
med lastnosti likov, npr. da je kvadrat pravokotnik, kerima vse lastnosti
pravokotnika. U¢enci torej lahko razumejo lastnostilikov in prepoznajo
razrede likov. Razumejo tudi povezavo med razli¢nimi mnoZzicami likov
(npr. da so vsi kvadrati obenem pravokotniki in vsi pravokotniki po-
sebna vrsta paralelogramov). Razumejo definicije in znajo neformalno
utemeljiti trditve. V tej fazi ne razumejo pomena dedukcije in aksio-
mov. Deduktivno razmisljanje uporabljajo skupaj z eksperimentalnimi
rezultati. Niso pa Se sposobni razumeti dokazov in logi¢nega reda, ki
mu je treba slediti, da se trditev formalno dokaze.

3. Formalna dedukcija: na tej ravni u¢enci razumejo pomen dedukcije kot
nacina dokazovanja izrekov; sposobni so tudi razumeti aksiome. Razu-
mejo odnose med nedefiniranimiizrazi, aksiomi, postulati, definicijami,
izreki in dokazi. Na tej ravni lahko konstruirajo (in se ne zgolj naucijo na
pamet) dokaze izrekov. Prepoznajo tudi razliko med trditvijo in njeno
negacijo (tj. nasprotno trditvijo). Razumejo odnos med zadostnimi in
potrebnimi pogoji.

4. Strogo matematiéna stopnja: na tej ravni znajo ucenci pravilno razmi-
Sljati v razli¢nih aksiomatskih sistemih, torej se lahko ucijo neevklidskih
geometrij in evklidsko geometrijo lahko primerjajo z neevklidsko. Geo-
metrijo razumejo tudi na abstraktnejsi ravni.

Vecina srednjesolske geometrije se dogaja na ravni formalne dedukcije (tj.
na ravni 3), zato so se raziskave na tem podrocju ve¢inoma osredotocale na
nizje ravni (Crowley 1987).

Model van Hiele ponuja vpogled v na¢in geometrijskega razmisljanja, obe-
nem pa tudi dolo¢ena didakti¢na priporocila (Crowley 1987; Vargas in Araya
2013):

- Postopnost: u¢enec mora iti urejeno in postopno skozi vse faze geome-
trijskega razmisljanja. Da lahko obvlada vsebine, ki so znacilne za do-
lo¢eno raven, mora usvojiti tudi proceduralne strategije, tj. strategije
reSevanja problemov.

- Napredek: dejstvo, da ucenec napreduje z nizje na visjo raven, je od-
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visnejSe od predstavljenih vsebin in didakti¢nih metodologij kot od
starosti. Obenem pa nobena metoda ucenja in poucevanja ne omo-
goca, da ucenec zgolj »preskoci« raven: obstajajo metode, da se po-
spesi u¢encev napredek na visje ravni, druge metode pa upocasnijo
napredek in celo onemogocijo prehod z ene ravni na visjo. Primer tega
je ucenje dolocenih formul ali odnosov, kot »kvadrat je pravokotnik,
na pamet, ne da bi jih razumeli.

— Intrinzi¢no in ekstrinzi¢no: intrinzi¢ne lastnosti geometrijskih objektov
na neki ravni postanejo klju¢ni predmet $tudija na visji ravni. Na ravni
o se npr. uposteva zgolj obliko lika. Ne glede na to pa lik doloc¢ajo ne-
katere lastnosti, ki jih u¢enec ne razume, dokler ne preide na raven 1.
Sele takrat razume, kako je lik sestavljen in katere so njegove glavne
lastnosti.

- Jezik: Na vsaki ravni se uporablja specifi¢cne simbole in jezik pa tudi svo-
jevrsten nacin povezovanja teh simbolov. Torej se povezava, ki je pra-
vilna na neki ravni, lahko na drugi delno ali popolnoma spremeni. Kva-
drat je npr. pravokotnik, vendar tudi paralelogram. U¢enec na prvi ravni
$e ne more razumeti take vrste gnezdenja pojmov (kvadrat < pravo-
kotnik < paralelogram < Stirikotnik); Sele na visji ravni lahko uporablja
»nove« besede. Drugi primer zadeva pojem skladnost. S pojmom sklad-
nost likov se lahko u¢enec sreca Ze na prvi ravni, ko opazi, da se dva kva-
drata popolnoma prekrivata. Ucenec bo rekel, da sta lika »enakax; Sele
na visjih ravneh se bo naucil, da ne gre za »enakost«, temve¢ »sklad-
nost, in da je to posebna vrsta povezave med geometrijskimi objekti.

- Neskladnost: ¢e se u¢enec nahaja na doloceni ravni, poucevanje pa na
drugi, do uéenja in Zzelenega napredka ne bo prislo. Ce so npr. ucitelj,
ucbeniki in uporabljeni jezik na visji ravni, u¢enec pa na nizji, bo imel
vecje tezave, da napreduje na naslednjo raven.

Kot Ze omenjeno, model van Hiele predvideva, da je napredek z niZjega na
visjo raven odvisnejsi od nacina ucenja in poucevanja kot od starosti u¢enca
ali njegove zrelosti (Crowley 1987). Prav zato je pomembno natanéno razi-
skati didakti¢ne metode, ki so primernejse za poucevanje evklidske geome-
trije. Dina in Pierre van Hiele sta predstavila pet zaporednih faz uc¢enja: (1)
raziskovanje, (2) vodeno orientacijo, (3) pogovor, (4) prosto orientacijo in (5)
integracijo (Hiele 1985). Van Hielejeva trdita, da tak nacin ucenja in pouceva-
nja geometrije spodbuja napredek na visje ravni geometrijskega razmislja-
nja. Mary L. Crowley (1987) predstavlja potek teh petih faz na primeru romba
na drugi ravni:
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1. Raziskovanje: v tej zacetni fazi se ucitelj in ucenci pogovorijo o dejavno-
sti, ki zadeva rombe. Ucenci opazujejo lik in sprasujejo; pri tem ucitelj
uvaja besedisce, ki je tipi¢no za raven (v nasem primeru je to druga).
Ucitelj npr. vprasa: »Kaj je romb? Je to kvadrat? Je paralelogram? Ali
jima je podoben? Ali se razlikuje od njiju? Mislite, da je lahko kvadrat
tudi romb? Ali je lahko romb tudi kvadrat? Zakaj to mislite?« S tem: (1)
ucitelj razume predznanje u¢encev o obravnavani temi; (2) u¢enci razu-
mejo, kako bodo obravnavali novo u¢no vsebino. Vodena orientacija:
u¢enci raziskujejo tematiko s pomocjo gradiva, ki ga je ucitelj skrbno
pripravil. S takimi dejavnostmi naj bi u¢enci postopno razumeli dolo-
Cene strukture in lastnosti, ki se jih raziskuje v tej fazi. Gradivo je torej
sestavljeno prav za to, da ucenci odkrijejo dolocene lastnosti geome-
trijskih objektov. U¢itelj npr. u¢encem naroci, naj konstruirajo romb na
geoplosci tako, da ima ta dve skladni diagonali. Druga vaja predvideva
konstrukcijo romba s Stirimi pravimi koti, nato s tremi pravimi koti, z
dvema pravima kotoma in z enim pravim kotom.

2. Pogovor: v povezavi s prejsnjimi dejavnostmi se ucenci pogovorijo o
dejavnosti in opazovanjih. Uciteljeva vloga je minimalna. Med to fazo
se gradijo odnosi med objekti in njihovimi lastnostmi.

3. Prosta orientacija: u¢enci se srecujejo s tezjimi problemi, ki zahtevajo
vecje Stevilo korakov, da se jih resi, ali z odprtimi problemi. Pridobijo
izkusnje z iskanjem svojih poti reSevanja problemov. S tem, ko se sami
orientirajo znotraj raziskovalne tematike, prepoznajo razli¢ne pove-
zave med objekti.

4. Integracija: u¢enci povzamejo klju¢ne pojme, ki so jih spoznali, in ustva-
rijo povezave s prej nau¢enimi pojmi ter relacijami. Ucitelj lahko ra-
zred vodi do splosnega spoznanja. Pomembno je poudariti, da v tej fazi
ucenci ne spoznajo novih pojmov in lastnosti, temvec¢ samo povzamejo
tisto, kar so se naucili med u¢no uro. Na koncu uéne ure so ucenci do-
segli novo raven razmisljanja, ki nadomesti in dopolni njihovo znanje.

Uporaba modela

Ucenje in poucevanje evklidske geometrije potekata na vseh petih ravneh, ki
jih predvideva model geometrijskega razmisljanja zakoncev van Hiele. Glede
kompetenc, ki jih u¢enci razvijejo na posameznih ravneh modela, sta Gutiér-
rezin Adela Jaime (1998) predstavila pet razli¢nih sfer (glej preglednico 1; brez
upostevanja ravni o):

- Prepoznavanje: ta kompetenca je prisotna na nizjih ravneh, in sicer na
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prvi ravni u¢enci prepoznajo geometrijske objekte, kot sta kvadrat ali
trikotnik, zgolj na podlagi fizicnih lastnosti njunih modelov. U¢enci
lahko npr. vidijo, da so vse stranice kvadrata enako dolge, trikotnik pa
ima »$pico« in samo tri stranice. Na drugi ravni u¢enci prepoznajo like
tudi po njihovih matemati¢nih lastnostih. Ce torej obravnavajo »lik brez
diagonal, prepoznajo trikotnik.

— Uporabljanje definicij: sposobnost uporabe definicije nastopi Sele na
drugi ravni, ko u¢enci razumejo enostavne definicije zenostavno struk-
turo, npr. »kvadrat je lik, ki ima Stiri skladne stranice in vse notranje kote
prave«. Na tretji ravni u¢enci razumejo vse definicije, tudi tiste s kom-
pleksnejso strukturo, na Cetrti pa so sposobni sprejeti moznost, da ob-
staja vec ekvivalentnih definicij, npr. »kvadrat je romb z enim pravim
kotom« in »kvadrat je paralelogram s pravokotnima in skladnima dia-
gonalamac.

- Oblikovanje definicij: u¢enci so sposobni sestaviti (oblikovati) definicije
Ze na prvi ravni, vendar te temeljijo zgolj na seznamu fizi¢nih lastnosti
likov. Npr.: »Kvadrat je lik, ki ima vse stranice enake in ni poseven« (ni
romb). Na drugi ravni znajo podati definicijo, v kateri nastejejo mate-
mati¢ne lastnosti geometrijskih objektov, na tretji pa znajo predstaviti
potrebne in zadostne pogoje za definicijo objektov. Sele na ¢etrti ravni
so sposobni dokazati ekvivalenco med razli¢nimi definicijami.

- Klasifikacija: u¢enci znajo klasificirati geometrijske objekte na podlagi
izklju¢ujocih in vklju¢ujocih lastnosti. Na nizjih ravneh so sposobni
samo izkljucujoce klasifikacije (npr. »Trikotnik ni kvadrat, ker nima 4
stranic«). Sele na tretji ravni preklapljajo iz izklju¢ujoce v vklju¢ujoco
klasifikacijo (npr. »Ker ima kvadrat vse stranice skladne, je to rombx).

— Dokazovanje: ker je to kompleksnejsa kompetenca, je ta prisotna na vis-
jih ravneh geometrijskega razumevanja. Na drugi ravni znajo uéenci s
primerom pokazati, da dana trditev velja. Informalni logi¢ni dokaz na-
stopi Sele na tretji ravni, ko znajo uéenci neformalno dokazati, zakaj tr-
ditev velja. Na ¢etrti ravni pa so sposobni formalnega matemati¢nega
dokaza, ki sledi logi¢nemu poteku (glej preglednico 1).

Model van Hiele je uporaben tudi kot model u¢enja in poucevanja izrekov
ter dokazov evklidske geometrije (Machisi 2021). Ko se u¢enci ucijo defini-
cij, ki jih je postavil Evklid, oz. se sreCujejo z izreki in dokazi evklidske geo-
metrije, je nujno, da se njihova raven geometrijskega razumevanja in razmi-
$ljanja sklada z uciteljevo. Ce je u¢enec na nizji ravni, torej ni popolnoma ra-
zumel vsebin, ki zahtevajo nizjo stopnjo abstrahiranja, ucitelj pa poucuje na

398



Preglednica 1
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Kompetence in model van Hiele

Kompetenca Raven 1 Raven 2 Raven 3 Raven 4
Prepoznati Fizicne lastnosti  Matemati¢ne - -
lastnosti
Uporabljati - Samo definicije  Vsaka definicija  Sprejeti moznost
definicije z enostavno vec ekvivalent-
strukturo nih definicij
Oblikovanje Seznam fizicnih  Seznam Mnozica potreb- Dokaz ekviva-
definicij lastnosti matemati¢nih nih in zadostnih  lence med
lastnosti pogojev definicijami
Klasifikacija Izkljucujoca, Izkljucujoca, Izkljucujoca in -
ki temelji na ki temelji na vklju¢ujoca
fizikalnih matemati¢nih
lastnostih lastnosti
Dokazovanje - Pokazati s Informalni Formalni mate-
primerom logi¢ni dokaz maticni dokaz

Opombe Povzeto po Gutiérrezin Jaime (1998).

visji ravni in uporablja izraze, ki so u¢encu tuji in nerazumljivi, pride do meta-
fori¢nega kratkega stika in pouk geometrije je popolnoma sterilen. U¢enec
namrec se ni pripravljen sprejemati informacij na visji ravni, ker Se ni ves¢ iz-
razoslovja in metod, tipi¢nih za nizje ravni.

Burger in Shaughnessy (1986) sta predstavila izé&rpen seznam tezay, ki jih
imajo ucenci pri razumevanju geometrije na posameznih ravneh (prim. De
Villiers (2010)). Njune sklepe predstavimo tako, da zdruzimo teZave v dve ka-
tegoriji: tiste, ki so prisotne do vklju¢no druge ravni (tezave na nizjih ravneh),
in tiste, ki so prisotne na tretji in ¢etrti ravni (tezave na visjih ravneh):

1. Tezave na nizjih ravneh:

ucenci uporabljajo nerelevantne vizualne lastnosti likov, da jih med
seboj primerjajo, klasificirajo in opisejo;

ucenci se veckrat naslanjajo na vizualne prototipe likov in jih posle-
di¢no razli¢na orientacija le-teh zmede;

nezmoznost, da se razmisli o neskon¢nih razlicicah istega lika (npr.
v orientaciji in obliki);

nekonsistentna klasifikacija likov, npr. z uporabo nelogi¢nih ali ne-
relevantnih lastnosti likov pri njihovi klasifikaciji;

nepopolni opisi (definicije) likov in vkljucevanje potrebnih (veckrat
vizualnih) pogojev med zadostne pogoje;

eksplicitno primerjanje likov zgolj na podlagi njihovih lastnosti;
napacna interpretacija inkluzije med razlicnimi razredi likov, npr.
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predstavitev kvadratov in pravokotnikov kot disjunktnih mnozic li-
kov;

kategorizacija likov zgolj z uporabo ene lastnosti, pri cemer se ne
upostevajo druge lastnosti, kot so simetrije, notranji koti in diago-
nale (npr. predstavitev romba in kvadrata kot istega lika, ker imata
vse stranice skladne);

neekonomi¢na uporaba lastnosti likov za to, da se jih opise, ne da
bi se uporabljali samo zadostni pogoji (npr. definicija kvadrata kot
stirikotnika z vsemi stranicami skladnimi, vsemi notranjimi koti skla-
dnimi, s skladnima diagonalama, ki se razpolavljata);

zavracanje definicij drugih oseb, npr. u¢iteljev, da dajejo prednost
svojim definicijam;

uporaba empiri¢nih podatkov, da se potrdi resni¢nost splosnih trdi-
tev, npr. upostevati skice kot absolutno resnico;

2. tezave na visjih ravneh:

nesposobnost oblikovanja pravilnih definicij za like;

nesposobnost spontanega spreminjanja nedokoncanih definicij v
pravilne dokon¢ane definicije in nesposobnost pravilno jih upora-
bljati za delo z novimi koncepti;

nesposobnost sprejetja razli¢nih enakovrednih definicij za isti kon-
cept;

nesposobnost hierarhi¢ne klasifikacije likov, npr. stirikotnikov;
nesposobnost eksplicitne uporabe logi¢ne oblike »¢e ... potem« pri
oblikovanju hipotez in implicitnih logi¢nih pravil, kot je npr. modus
ponens;

nejasnost in nedolo¢enost pomena aksiomov, definicij ter dokazov;
nerazumevanje aksiomov, definicij in dokazov;

pomanjkanje sposobnosti samostojnega postavljanja hipotezin po-
skusov njihovega deduktivnega dokazovanja.

Za delno resitev zgoraj omenjenih tezav raziskave svetujejo, naj ucitelji
spodbujajo resevanje problemoy, tj. nalog visje taksonomske ravni (Andira,
Darwis in Syam 2022; Sulistiowati, Herman in Jupri 2018). Obenem pa je po-
membno poudariti, da morajo imeti u¢itelji matematike dobro razvite spo-
sobnosti reSevanja geometrijskih nalog in zadostno predznanje na tem pod-
roc¢ju (Ndlovu 2014).

IKT in u¢enje geometrije

Ucenje in poucevanje geometrije sta se skozi leta delno spremenila. Z nasto-
pom tehnologije se je pojavilo veliko zanimanje za poucevanje geometrije s
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pomocjo racunalnikov, grafi¢nih tablic in pametnih telefonov (Alkhateeb in
Al-Duwairi 2019). Razli¢ne raziskave so preucile moznost uc¢enja in pouceva-
nja geometrije s posebnimi programskimi opremami, kot je npr. GeoGebra
(Yohannes in Chen 2021). V primerjavi s tistimi, ki se geometrije ucijo tradici-
onalno, ucenci, ki uporabljajo tovrstno programsko opremo, dosegajo visje
rezultate pri testih znanja (Alkhateeb in Al-Duwairi 2019; Uwurukundo, Mani-
raho in Tusiime Rwibasira 2022) in razvijejo druge kompetence na podro¢ju
znanstvenih predmetov (Ziatdinov in Valles 2022). Prav zato so nekateri mne-
nja, da je nujno uvajati u¢enje in poucevanje geometrije s tehnologijo (Ade-
labu, Makgato in Ramaligela 2019; Uwurukundo, Maniraho in Tusiime Rwiba-
sira 2022). Poleg tega so druge raziskave pokazale, da sta ucenje in pouce-
vanje geometrije zabavnejsa, Ce se uporablja tudi IKT (Celen 2020). Ucenje
in poucevanje geometrije s pomocjo programske opreme pozitivno vpliva
tudi na u¢encevo motivacijo (Hosseini, Mehdizadeh in Sadegi 2022; Putra idr.
2020; Septian in Monariska 2021). Z uporabo programske opreme za dina-
mi¢no geometrijo lahko ucenci premikajo like in geometrijske objekte, s tem
pa se naucijo abstraktnega misljenja na aktiven nacin ter sami gradijo novo
znanje in kompetence (Bayaga idr. 2019; Dahal, Shrestha in Pant 2019; Yimer
in Feza 2019; Ziatdinov in Valles 2022). Nekatere raziskave so preucile moz-
nost ucenja geometrije po modelu van Hiele s pomo¢jo programske opreme
(Gawlick 2005; Karakus in Peker 2015; Kutluca 2013; Olkun, Sinoplu in Derya-
kulu 2005). Z uporabo programske opreme za dinami¢no geometrijo lahko
ucenci sami odkrivajo lastnosti likov (Kutluca 2013; Olkun, Sinoplu in Derya-
kulu 2005) in izbolj3ajo svoje razumevanje geometrijskih pojmov (Karakus in
Peker 2015; Olkun, Sinoplu in Deryakulu 2005).

Ceprav so prej omenjene raziskave pokazale, da se je z uporabo digitalne
tehnologije znanje u¢encev izboljsalo, je po izsledkih drugih raziskav to zna-
nje kratkotrajno (Ng, Shi in Ting 2020). Z uporabo IKT in programske opreme
za dinami¢no geometrijo torej ne moremo popolnoma nadomestiti klasic-
nega, tradicionalnega nacina poucevanja geometrije, dokazovanja in ute-
meljevanja (Stupel in Ben-Chaim 2021). Tehnologija lahko pomaga pri boljsi
reprezentaciji geometrijskih pojmov in je v tem smislu zgolj orodje (Dahal,
Shrestha in Pant 2019). Pri tem naj omenimo idejo manipulacije geometrij-
skih objektov (slika 1), kot sta jo predstavila Komatsu in Jones (2020). Fizi¢na
aktivnost, ki se dogaja na papirju, predvideva resevanje problema in mode-
liranje v tradicionalnem modelu ucenja ter poucevanja geometrije, medtem
ko digitalna dejavnost zadeva konstrukcijo in manipulacijo dinami¢nega mo-
dela v digitalnem okolju (npr. v GeoGebri).

Da bi zdruzili pozitivne lastnosti modela poucevanja geometrije s tehno-
logijo in modela van Hiele ter v luci zgoraj omenjenega modela interakcije
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Nal Konstrukcija el
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K kcij
Fizi¢na Digitalna onstru cu'a
X — N zravnilom in
dejavnost dejavnost ——
Sestilom
Slika 1 Model interakcije med fizicno Slika 2 Proces predlaganega modela

in digitalno dejavnostjo (prirejeno
po Komatsu in Jones (2020))

med fizicno in digitalno dejavnostjo (glej tudi Komatsu in Jones (2020) ter
Koyuncu, Akyuz in Cakiroglu (2015)) predlagamo nov, kombinirani nacin uce-
nja in poucevanja evklidske geometrije. V tem modelu zelimo spodbuijati (1)
rigoroznost in natan¢nost geometrijskega dokazovanja, (2) natan¢nost ge-
ometrijskih konstrukcij z ravnilom in s Sestilom ter (3) predstavitev in mani-
pulacijo geometrijskih objektov z IKT (slika 2). Predstavljeni model temelji na
interakciji med digitalno in fizi¢no dejavnostjo (Komatsu in Jones 2020) (slika
1), tj. na reSevanju naloge (ali konstrukcije) z instrumenti in IKT, vendar se od
tega razlikuje v tem, da sta v predlagani model (slika 2) vklju¢ena tudi for-
malno dokazovanje in utemeljevanje.

Model je uporaben, ko se ucenci srecujejo z nalogami iz evklidske geome-
trije, ki temeljijo na konstrukcijah, npr.: »Nacrtaj trikotnik ABC in tezis¢nici AM
in CN. Podaljsaj stranico CB z daljico BE, ki je skladna z BM, ter podaljsaj stra-
nico AB z daljico BL, ki je skladna z AB. Naj bo F sredis¢e daljice BL. Dokazi,
da sta trikotnika NML in AFE skladna« (slika 3). Ker gre za nov model, so po-
trebne dodatne raziskave, da se ga preizkusi in dopolni. Prihodnje raziskave
lahko preucijo razli¢ne moznosti konkretne uporabe opisanega modela.

Primer uporabe predstavljenega teoreti¢cnega modela je nasledniji: u¢ence
v razredu razdelimo v tri skupine, ki med u¢no uro rotirajo in si izmenjujejo
vloge (slika 2);

- prva skupina je zadolZena za konstrukcijo na tabli ali na papirju, upo-

rabi lahko samo ravnila in Sestila; ¢e Sola razpolaga z ravnili in s Sestili
za risanje na tablo, lahko skupina sodeluje in riSe na tabli;
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Slika 3
Primer vaje, ki jo je mogoce
resiti s predlaganim modelom E

- druga skupina isto¢asno uporablja racunalnik (ali ve¢ ra¢unalnikov, ta-
bli¢nih racunalnikov ali pametnih telefonov), da opravi isto konstruk-
cijo s programsko opremo dinami¢ne geometrije (npr. GeoGebra);

- tretja skupina resi nalogo z uporabo formalnega dokazovanja in geo-
metrijskega utemeljevanja.

Ko je vsaka skupina resila nalogo, se skupine zamenjajo tako, da vsak uce-
nec vsako nalogo preizkusi vsaj enkrat. Naj omenimo, da vzporedno delo po
skupinah ni vedno mogoce: pri reSevanju dolocenih nalog (glej sliko 3) npr.
ni smiselno, da ena skupina Ze na zac¢etku za¢ne s formalnim dokazovanjem.
V tem primeru je smiselneje, da skupine najprej konstruirajo problem (na pa-
pirju in z IKT), Sele nato pa za¢nejo s formalnim dokazovanjem.

ZareSevanje naloge, ki smo jo prej predstavili (slika 3), je, denimo, koristno,
da razred najprej razdelimo na dve skupini: prva je zadolzena za konstrukcije
z IKT, druga pa za konstrukcije z uporabo ravnila in 3estila. Ko obe skupini
zakljucita konstrukcijo, si zamenjata vlogi z namenom, da obe resita nalogo
s formalnim dokazovanjem in z utemeljevanjem.

Model, ki ga predlagamo, je torej prozen in dopusca ve¢ moznosti: uci-
telj mora na podlagi problema, ki ga Zeli resiti, premisliti, katera razporeditev
je najboljsa. Predlagani model se od prejsnjih razlikuje, ker obsega razli¢ne
klju¢ne elemente pouka geometrije, tj. formalizma na eni strani in reprezen-
tacije na drugi. Predpostavljamo, da bo tako znanje uc¢encev trajnejse (prim.
Ng, Shi in Ting 2020) in bolj poglobljeno. Multimodalni pristop torej ucen-
cem omogoca, da isti problem resijo s konstrukcijamiin z IKT (prim. Koyuncu,
Akyuz in Cakiroglu 2015), obenem pa urijo svoje komunikacijske sposobnosti,
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sposobnostilogi¢nega sklepanja, dokazovanja in utemeljevanja (prim. Bone,
Cotic¢in Felda2021). Ker $e nismo zasledili raziskave, ki bi uporabila predlagani
model, ga je treba testirati in eksperimentirati; dodatne raziskave so torej po-
trebne, da se potrdijo koristi kombiniranega ucenja geometrije.
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The Teaching and Learning of Euclidean Geometry:

Yesterday, Today, Tomorrow

Learning and teaching geometry is an important part of mathematics lessons,
as it contributes to the development of formal proof and reasoning, and a bet-
ter representation of reality. In the course of time, various models of teach-
ing and learning geometry appeared, the most famous of which is the Van
Hiele model, which is still used in many countries. In addition to the traditional
learning and teaching of geometry, in recent decades there has been a great
interest in dynamic geometry software, which has become part of geometry
lessons in various schools. Although information and communication technol-
ogy contributes to a better understanding of geometric concepts, the knowl-
edge acquired by students is often short-term. For this purpose, we propose
a combined way of learning and teaching geometry, which is based on three
assumptions: (1) formal proof and reasoning, (2) traditional constructions with
a ruler and compass, and (3) constructions with the help of information and
communication technology.
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